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Capitulo 1

Introduccion al crecimiento

1.1 Definiciones

En esta lectura, queremos estudiar subconjuntos finitos de grupos. Sea (G, -) un grupo y sea
A un subconjunto no vacio de G. Podemos definir

A2:A-A:{a1-a2\a1,a2€A},
A3:A'A'A:{CL1'CL2'(13|CL1,(IQ,G3€A},

y, similarmente, tenemos A* A% ..., A¥ ... para todo k € Z*. En este curso queremos

estudiar el tamano de estos conjuntos. Entonces, estudiamos la secuencia de enteros positivos
20 [ A3] | A4
A, 42, 4%, 4%, (L1)
Lema 1. La secuencia (1.1 es no decreciente.

Demostracion. Sea a € A. El conjunto A* contiene el conjunto
{a-b|be A1),
Ahora observe que la funcién p, : G — G, g+ a- g es inyectiva (tiene una inversa). m

A la luz del Lema [l podemos decir que el conjunto A crece cuando es multiplicado por
si mismo. Entonces, llamamos el estudio de la secuencia el estudio del crecimiento de
A.

En este curso, vamos a considerar crecimiento en varios grupos. Ustedes necesitan estar
familiarizados con estos grupos:

(Zv +>7 (Qa +)> (Q*a ')7 (R> +)7 (Ra ')7 (Z/HZ, +)a (Sm ')a (Ana ')7 e
Hay dos casos més que son 1tiles considerar aunque no son exactamente grupos:

1. Si (F,+,-) es un cuerpo, entonces (F*-) es un grupo. A veces, sera util considerar
subconjuntos de F que contiene 0 y examinar el compartamiento de tales conjuntos con
respecto a “”. Es facil ver que Lema aplica a tales conjuntos también (Verifiquelo!).
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2. Si (R,+, ) es un anillo y no es un cuerpo, entonces (R, -) es lejos de ser un grupo. En
esta situacion es posible encontrar conjuntos que no crecen con respecto a “”. Por
ejemplo, tome R = Z/4Z y sea A = {0,2}. En este caso A- A = {0} y tenemos
|A - A| < |A]. Mire Ejercicios 1 para més sobre tales conjuntos.

Necesitamos un poco més terminologia: podemos escribir grupos multiplicativamente —
(G,-) — como anteriormente o aditivamente — (G, +). En el caso posterior, escribiremos

2A:A+A:{a1+a2 | ai, as GA},
3AIA+A+A: {a1+a2+a3 ’ ai, g, as - A}
Es importante notar que si escribo un grupo aditivamente este grupo serd siempre
abeliano. Si escribo un grupo multiplicativamente este grupo puede ser abeliano o no-
abeliano.

Por fin, vamos a escribir cosas como A}, A+ B, A — B, A- B (para conjuntos A, B);
b+ Aob-A (para A un conjunto y b un elemento). Espero que las definiciones sean obvias.

1.2 Primeras observaciones

Después de ahora, (G, -) es un grupo y A, B C G. Observe que
Al < |A+ Al < AP

Entonces, concluimos que el crecimiento esta siempre entre una funcion lineal y una funcién
cuadratica. Si G es abeliano, podemos mejorar estas cotas:

A< g ) < A0ALED
f— — 2 .

Ejemplo 1. Sea A = {2,4,6,8,10} y B = {2,4,8,16,32} conjuntos de en-
teros. Vamos a considerar estos conjuntos como subconjuntos de varios grupos
abelianos:

1. Tome A C (Q,+). Entonces |[A + A] =9 =2|A| — 1.

2. Tome B C (Q*, ). Entonces |B - B| =9 =2|B| — 1.

3. Tome A C (Q*,-). Entonces |A- A| =14 > %'.

4. Tome C' = {1,2,4,6,8,9,10} C (Z/11Z,+,-). Entonces |[C' - C| = 10 y

|C'+C|=11.
5. Tome D = {(1),(1,2)(3,4), (1,4)(3,2),(1,3)(2,4)} C (S4,-). Entonces |D -
D|=4=|D|.

Un principio importante en el estudio de crecimiento es que “usualmente” los conjuntos
crecen. Es decir, si escogemos un conjunto aleatoriamente en algiin grupo, es probable que
el conjunto crecerd cuadraticamente (o casi cuadraticamente).

Desde otro punto de vista, si encontramos conjuntos que no crecen, queremos probar que
estos conjuntos tienen algin tipo de estructura. Tal tipo de resultado se llama un teorema
inwverso. Consideremos Ejemplo 1:
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1. El conjunto A es una progresion aritmética. Ustedes probaran en ejercicios que pro-
gresiones aritméticas son los conjuntos en (Q, +) con crecimiento minimal.

2. El conjunto B es una progresion geométrica. Ustedes probaran en ejercicios que pro-
gresiones geométricas son los conjuntos en (Q, -) con crecimiento minimal.

3. El conjunto C' es un gran conjunto en el cuerpo (Z/117Z,+,-). Ya que un cuerpo es
cerrado con respecto a “+”7 y “” es claro que los grandes conjuntos no pueden crecer
mucho.

4. Por fin, el conjunto D es un subgrupo en el grupo (Sy4,-). Ya que los subgrupos son
cerrados con respecto a la operacion del grupo, luego D no puede crecer nada.

. Qué pasa cuando tenemos el menor crecimiento? Ya se puede dar el primer teorema
inverso:

Proposicién 2. Supéngase que A C G donde (G, +) es abeliano. Los siguientes son equiv-
alentes:

~

A+ Al = A

2. |[A— Al =14];

3. |nA| = |A| para un entero positivo n # 1;

4. |nA| = |A| para todos enteros positivos;

5. Hay un subgrupo finito H < G tal que A es un coset de H.

Demostracion. Vamos a probar (1) implica (5) y los otras se dejan ejercicios.
Escoga g € G tal que B =g+ A y B contiene 0. Observe que

|B+ B|=|A+ A|=|A| =|B|.

Ademsds, B+ B D {0} + B = B, entonces B+ B = B. Por un ejercicio, concluimos que B
es un subgrupo finito de G y A = —g + B es un un coset de B. m

Lema 3. (Desigualdad triangular de Ruzsa) Sean A, B y C' subconjuntos finitos de un grupo
(G,-). Entonces
A-CYBI < |A- BB C.

Demostracién. Construiremos una inyeccién ¢ : A-C ! x B —- A- B~ x B-(C™!. Para
cada d € A-C™!, escojamos (f1(d), f2(d)) = (a,c) € A x C tal que d = a - ¢'. Definamos
u(d,b) = (fi(d) - b1, 0 (fo(d))™"). Podemos recuperar d = fi(d) - (fo(d))™" de ¢(d,b); por
lo tanto, podemos recuperar (fi, f2)(d) = (a,c), y asi también b. Por lo tanto, ¢ es una
inyeccion. O]

Corolario 4. Sea X = AU A~ U {0}.

1x?| 1421\
s §6<|A|) .
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1 147
o Bl <ua ().

2k—5
3. Si A= A1y k>3, entonces % < (H‘%') )

Demostracion. Mostraremos (1) y dejamos (2) y (3) como ejercicios.
Observe que

X2=AuAH)Yuld-AhHhu@Aat-aHguAdaual

_ 2
Para mostrar el resultado, es suficiente demostrar que ‘Aii‘ i < ("?A‘?‘) . Por eso, tomamos
C = A, B= A"! en la desigualdad triangular de Ruzsa. O]

Si G es abeliano, es posible probar un resultado mas fuerte que 3E|

Teorema 5. (Pliinnecke-Ruzsa) Si A es un subconjunto de un grupo abeliano (G, +).
Entonces,

kA —CA] _ (|2A])’““
Al T A '

Podemos reescribir este teorema y parte (2) del Corolario [4] de la manera siguiente:

e Supdngase que A es un subconjunto de un grupo (G,-) con A = A™! y sea K € RT.
Si A tiene triplicacion K, es decir, si |A- A- A| < K|A|, entonces |A*| < K?*75|A| para
todo k£ > 3.

e Supdngase que A es un subconjunto de un grupo abeliano (G, +), y sea K € RT. Si
A tiene duplicacion K, es decir, si |A + A| < K|A|, entonces |kA| < K*|A| para todo
k>1.

Entonces, en un grupo abeliano el tamano de A+ A controla la velocidad del crecimiento
de A siempre, mientras que en un grupo general el tamano de A- A - A controla la velocidad
de crecimiento de A siempre.

IEste resulto puede ser probado en dos maneras: la primera demostracién de Pliinnecke-Ruzsa usa
métodos de la teoria de grafos y es un poco complicada. Recientemente, Petridis encontré una demostracién
mas elementaria.
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1.3 Ejercicios

(1) Sea A un subconjunto de Z.
(a) Muestre que |A+ A| > 2|A| — 1.
(b) Muestre que si A es una progresion aritmética, entonces |A + A| = 2|A| — 1.
(c) Muestre que si |A + A| = 2|A| — 1, entonces A es una progresién aritmétical]

(2) Sea B un subconjunto de Z*.
(a) Muestre que |B - B| > 2|B| — 1.
(b) Muestre que B es una progresién geométrica si y solo si |B - B| = 2|B| — 1.
(c) {Porqué la restriccién a los enteros positivos?

(3) (a) Sea A una progresién aritmética. Encuentre una buena cota inferior para |A - A|.
(b) Sea B una progresién geométrica. Encuentre una buena cota inferior para |B + B |E|

(4) Complete la demostracion de Proposicion 2. ;jPuede escribir y probar una versién no-
abeliana?

(5) Sea A un conjunto en un grupo (G, ). Muestre que A% = A si y sélo si A es un grupo.

(6) Sea G un grupo finito, y supéngase que A y B son subconjuntos de G tal que

Al +1B| > |G].

ZPartes (b) y (c) juntos forman un caso especial del teorema de Freiman. Este teorema da una
descripcién completa de los subconjuntos de Z que satisface una cota superior lineal por duplicacién. El
teorema dice lo siguiente:

Para todo C > 0, existe d,k € ZT tal que para todo A C Z con |A + A| < C|A|, hay una progresién
aritmética P de dimension d y largo k tal que A C P.

En otras palabras, el teorema de Freiman dice que los todos subconjuntos de Z que tienen duplicacién
pequena son subconjuntos de las progresiones aritméticas de dimension a cotada y largo a cotado. Tal vez,
usted no sabe lo que significa la dimension de una progresion — por eso se necesita generalizar la definicién de
una progresion aritmética. Con esta generalizacién los progresiones aritméticas usuales son las progresiones
aritméticas de dimensién 1. Visite wikipedia para més detalles!

3 Los primeros dos ejercicios muestran que podemos encontrar subconjuntos de Z que respectan una cota
superior lineal con respecto una de las operaciones disponibles: para “+”, podemos tomar las progresiones
aritméticas; similarmente podemos tomar las progresiones geométricas para “-”.

El tercer ejercicio muestra que, en cada caso, los conjuntos que hemos encontrado no respecten una
cota superior lineal con respecto a la otra operacién. Una pregunta natural es encontrar subconjuntos que
respectan cotas superiores con respecto a las dos operaciones simultaneamente. Una conjetura de Erdss
y Szemerédi dice que este no es posible. La conjetura completa todaviia estd abierta pero una versién més
debil (con una demostracién muy hermosa) es un teorema de Solymosi. Su resultado es el siguiente:

Para todo € > 0, hay un C > 0 tal que, para todo finito A C Z,

max{|A - A|,|A+ A} > C|A[*/3~=.
La conjetura de Erdos y Szemerédi es la misma proposicién con 4/3 reemplazado con 2. En otra palabras,

la conjetura dice que todos subconjuntos de Z crecen con respecto a “4” o “” y, ademas, este crecimiento
es lo mas cercana posible al crecimiento cuadratico... sin ser siempre cuadratico.



1.3. EJERCICIOS 7

Muestre que A- B = A-B~! = G. De un ejemplo de conjuntos tal que

[Al+|B| =G|y A-B#G.

(7) (Tao-Vu, 2.3.7) Sea G un grupo abeliano, y supéngase que A y B son subconjuntos de
G. Muestre que L
|A—B| = [A]2|B]?
si y s6lo si A, B son cosets de un subgrupo finito H de G.
(8) Muestre las partes 2 y 3 de Corolario 4]

(9) (Breuillard, Ejercicio 2.8) Sea G un grupo abeliano, y supéngase que A es un subcon-
juntos de G. Muestre que si |AA| < 2| A, entonces A? es un coset de un subgrupo de G. Dar
un ejemplo de un conjunto A tal que |AA| = %|A| pero A no es un coset de un subgrupo.

(10) ;Para cuales valores de n, puede usted encontrar un subconjunto A del anillo Z/nZ tal
que |A - A| < |A]? Escriba la mejor proposiciéon posible sobre esta pregunta para todos los
valores de n > 2.



Capitulo 2

Acciones de grupos

En esta lectura, consideramos crecimiento en el contexto de grupos actuando sobre conjuntos.
Aqui, Q ={1,...,n}, Sim(Q) = S, (el grupo simétrico) es el conjunto de permutaciones de
Q, vy A, (el grupo alternante) es el conjunto de permutaciones pares de ).

Recuerde que una accion de un grupo G sobre  es un homomorfismo G' — S, [T] Nece-
sitamos alguna terminologia:

e Para w € (), la orbita de w bajo la accién de G es el conjunto

Gw :={gw | g € G}.

e Paraw € Q), A C G, la orbita de w bajo la accién de A es el conjunto

Aw :={gw | g € A}.

e Para w € (), el estabilizador de w in G es el subgrupo

G, ={9€G|gw=uw}

(La segunda definicién es probablemente nueva para usted — es una generalizacién de la
primera, que es estandar.) Recuerde que las érbitas de un grupo G actuando sobre €2 forman
una particién de GG. Las orbitas de un conjunto A no tienen esta propiedad en general.

Ejemplo 2.
1. Sea G =5, yw =1 € Q. Entonces la o6rbita de 1 es €2, y el estabilizador es
Gi={g€S,|g(1)=1}=5,1.

2. Sea Q ={1,...,5} y G = Ds, el grupo dihedral de cardinalidad 10. Es el
grupo de automorfismos de un pentagono:

'No tengo tiempo en esta lectura discutir la teoria de las acciones de grupos. Para una introduccién
excellente, recomiendo [6].
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Para cada w € {1,...,5}, la 6rbita Gw = Q. El estabilizador es de cardi-
nalidad 2 y contiene la identidad y una refleccién. Por ejemplo,

G = {(1)7 (2’ 5)(37 4)}

3. Sea Q ={1,2,3,4,5} y G el grupo de elementos que preservan la particién
Q={1,2} U{3,4,5}.
Entonces G = Sy X Sz y, por construccién las orbitas de G son {1,2} y
{3,4,5}. Hay dos tipos de estabilizadores:

G1§G2253YG3§G42G5252X52.

4. Sea V un espacio vectorial de dimensién d sobre un cuerpo F, y sea G =
GL4(F), el grupo de transformaciones lineales inversibles, un grupo bajo la
operacion de composicién. GG actia sobre el conjunto V' y hay dos orbitas:

{0} y V\ {0}.

Otra vez, hay dos tipos de estabilizadores. Go = GG, mientras que si v # 0,
entonces

Gy 2 T4 5 GLy_1(F).

En todos los ejemplos anteriores, se puede tomar un subconjunto A del grupo G
y las orbitas de A seran subconjuntos de las érbitas de G.

Ahora podemos escribir el teorema de 6rbita-estabilizador pero esta version incluye
una proposicion para subconjuntos, no solamente para subgrupos.

Teorema 6. Sea G un grupo actuando sobre un conjunto (). Sea w € Q, y sea A C G no
vacio. Entonces
Al

G|
= — > - - 0
Gl y [Aw] 2 |AA-1 NG,

|Gl
Espero que la igualdad sea familiar a ustedes. La desigualdad es en los ejercicios.

Definicién 7. La accién de G es transitiva si para todo wi,ws € G hay un g € G tal que
gwr) = (w2).

Si A C G, decimos que A es transitivo si para todo wy,wy € G hay un g € A tal que
g(wr) = (w2).
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A veces, abusaremos terminologia y decimos que un grupo G es transitivo, si la accion
que consideramos es obvia.

Observe que una accién es transitiva si y soélo si la érbita de cada elemento de €2 es
el mismo Q. En Ejemplo 2 (1) y (2) son transitivas; (3) y (4) no son transitivas (son
intransitivas).

Si tenemos una accién intransitivo, podemos descomponer 2 usando las orbitas de la
accion. El grupo actia sobre cada orbita y, por definicién, la accién es transitiva. Por
ejemplo, el grupo GL4(FF) en la cuarta accién actia transitivamente sobre el conjunto V'\ {0}.

2.1 t-transitividad

Hay otros conceptos do transitividad més fuerte. Sea t un entero tal que 1 < ¢t < [Q)].
Podemos usar la accién de G sobre Q definir una accién de G sobre QY = Q x --- x €: para
—_——

t
¢ :
) s ooy WM .
(w1, wo w) €ENygeG

g(wlyw% cee 7wt) = (gw17gw27 HE agwt)-

Debe verificar que esta accion es bien-definida.
Considere un subconjunto importante de Q:

QO = {(wy,...,w) € Q' | w; # w, para todo i # 5}.

En otras palabras, Q® es el conjunto de t-tuplos de elementos distintos de §2. Observe que
la accién de G sobre ! se restringe a una accién sobre Q®).

Definicién 8. Sea ¢ un entero tal que 1 < ¢ < |Q|. La accién de G es t-transitiva si la accién
de G sobre Q®) es transitiva.
Si A C G, decimos que A es t-transitivo si A es transitivo sobre Q®).

En los ejercicios, probaremos que si una accién es t-transitiva para algin ¢ > 2, entonces
es (t — 1)-transitiva. Observe que una accion es 1-transitiva si y sélo si es transitiva.
Hay dos ejemplos muy importantes de grupos con acciones t-transitivas:

Lema 9. La accion de S, sobre ) es n-transitivo; la accion de A,, sobre Q) es (n—2)-transitivo
para n > 3.

El siguiente es un teorema famoso — es la solucion a una conjetura de Jordan; su de-
mostracion usa la clasificacién de grupos finitos simples. Una demostracion directa seria un
muy gran resultado en la teoria de grupos.

Teorema 10. Supongase que G es un grupo finito que acti fielmente sobre un conjunto de
cardinalidad n, y que esta accion es 6-transitiva. Entonces G =2 A, 0 S,.

Si reemplazamos 6 con 5, hay dos ejemplos mas: G = My,, Mayy, S, 0 A,. Sin embargo,
si consideramos acciones 2-transitivas o 3-transitiva, hay muchos ejemplos.
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Ejemplo 3. Sea I, el cuerpo de cardinalidad p, sea V' = Ff,, y sea €} el conjunto
de subespacios 1-dimensionales en V. Entonces || = p + 1.

Ahora, defina

GLy(F,) = {(‘é 2) la,b,¢,c € F%, ad — be # o} .

Observe que |G| = p(p — 1)? y que G actia sobre Q por multiplicacién a la

quierda: (Z Z) | <(§)> - <( Z) | (§)>

En los ejercicios vamos a probar que esta accién es 3-transitiva. Vamos a ver
en los ejercicios también que este resultado implica que un establizador G, de
w € Q tiene una accién 2-transitiva sobre Q \ {w}.

Parece que es dificil encontrar grupos con acciones t-transitivas para t grande. Qué pasa
para conjuntos? Para responder a esta pregunta, necesito una definiciéon nueva:

Definicién 11. Sea A un subconjunto de un grupo G finito. Definimos
(A :={ayay---ap | k € Z" ay,...,a, € A}

y decimos que (A) es el subgrupo de G generado por A. Si G = (A), decimos que A genera
G.

Vamos a ver en los ejercicios que (A) es, de hecho, un subgrupo de G (entonces, nuestra
terminologia hace sentido). Observe que este hecho implica inmediatamente que A genera
G siy sélo si A no es un subconjunto de un subgrupo proprio de G. [

Lema 12. Supongase que A C G, un grupo, G actia sobre un conjunto ), y w € ). Escribe
H = (A) y tome k € Z*. Si A es la orbita de w bajo A* y bajo A*™', entonces A es una
orbita para H.

No hemos definido formalmente lo que significa “el crecimiento de una érbita”, pero se
puede pensar de este resultado como si una orbita no crece, entonces es lo mas grande que
se puede.

Demostracién. Ya que A es la 6rbita de w bajo A*, luego
A= {bw|be A"}
Ahora, ya que A es una 6rbita para A**! también,

A= {abw|ac Abec A*}.

2La definicién que hemos dado es correcto para grupos finitos. Sin embargo, cuando G es un grupo
infinito, es facil encontrar ejemplos donde el conjunto (A), como defininido aqui, no es un subgrupo de G.
Entonces, cuando G es infinito es usual usar una definicién diferente del conjunto (A) para estar seguro que
es siempre un subgrupo. Mire Ejercicio para mas detalles.
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Entonces, si A € A, entonces aX € A, y por lo tanto
ap---apX € A

para todo ay,...,ar € A. Es decir que si A € A, entonces hA € A para todo h € H. Entonces
A es una unién de érbitas de H. Pero A es una érbita de A* implica que A es un subconjunto
de una érbita de H O A*, entonces A es una érbita de H. O]

Corolario 13. Supdngase que la accion de H = (A) sobre Q) sea t-transitiva, y 2 sea finito
de cardinalidad n. Entonces el conjunto A™ es t-transitivo.

Probaremos este resultado en los ejercicios. Con este resultado, podemos encontrar mu-
chos conjuntos t-transitivos para t grande. Por ejemplo, podemos tomar un conjunto A C S,
que genera S, (es decir, no es un subconjunto de un subgrupo de S,). Entonces A" serd
t-transitivo para todo 1 <t < n.
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2.2 Ejercicios

(1) Sea G un grupo. Sean H < G, g € G\ Hy A = HU {g}. Entonces |A|> < 3|A|,
pero A> D HgH,y HgH puede ser mucho més grande que A. Dar un ejemplo (tal vez, con
G = SLy(F))).

(2) Escriba un subconjunto A de S3 para que las dérbitas de los elements de 2 = {1,2,3}
bajo A no forman una particiéon de §2.

(3) Pruebe el teorema de érbita-estabilizador para conjuntos. Use el principio del palomar.

(4) Supdngase que G sea un grupo actuando sobre un conjunto €2, que w € 2, y que
2 <t € Z. Pruebe que la acciéon de G es t-transitivo si y sélo si la accion de G es transitivo,
y la accion del establizador G, sobre Q \ {w} es (¢t — 1)-transitivo.

(5) iPorqué hemos definido ¢-transitividad para ¢ < |Q|?
(6) Pruebe Lema [9]

7) Pruebe que la accién de GLy(IF,) sobre el conjunto en Ejemplo 2 es 3-transitiva. ; Cual
p

es el estabilizador del subespacio <<(1)> >? Sugerencia: use Ejercicio|(4) |

(8) Sea A C G, un grupo finito. Pruebe que (A) es un subgrupo de G. Dé un ejemplo para
mostrar que esta conclusién no es verdadera para grupos infinitos. ;Cémo podemos cambiar
la definicién para que (A) sea un subgrupo en el caso infinito también?

(9) Pruebe Corolario [13]

(10) Tome un grupo G actuando sobre un conjunto §2. Un sistema de imprimitividad para
esta accion es una relacién de equivalencia R sobre €2 tal que

wi Rwyy g€ G= wi R wj§.
Hay dos relaciones triviales
wy Ry wa, Ywi,ws € Q tal que wy = wo wy Ry wa, Ywi,ws € Q.

Llamamos la accion imprimitiva si hay una sistema de imprimitividad no-trivial, y llamamos
la accion primitiva si no.

(a) Pruebe que, si 2] > 2 y la accién es primitiva, entonces la accién es transitiva.
(b) Pruebe que si la accién es 2-transitiva, entonces la accién es primitiva.

(c) Pruebe que la accién del grupo dihedral D,, sobre el n-gono es primitiva para n = 5
pero no para n = 6E|

3Este ejercicio con Ejercicio mostran que hay una cadena de implicaciones para acciones de grupos:

-+ => 3 — transitiva => 2 — transitiva = primitiva = transitiva.
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Capitulo 3

Grafos de Cayley

En esta lectura, (G, -) es un grupo (usualmente finito) y A es un subconjunto (siempre finito)
de G.

Definicién 14. El grafo de Cayley para G con respecto a A es el grafo dirigido (V, E') donde
1. el conjunto de vértices, V', es igual al conjunto de elementos de G}
2. si g,h € GG, entonces hay una arista de g a h si y sélo si h = ga para algin a € A.
Escribimos I'(G, A) para este grafoll]

Si A = A~! hay una arista de g a h, si y s6lo si hay una arista de h a ¢g. En este caso,
podemos reemplazar las dos aristas dirigidas con una arista sin direccion, y podemos pensar
en I'(G, A) como un grafo no-dirigido.

Ejemplo 4.

1. Sea G = (Z/5Z,+) y A ={1,2}. Entonces I'(G, A) es

!Hay varias convenciones sobre la definicién de un grafo de Cayley. En nuestra definicién hay una manera
natural de nombrar los vértices de I'(G, A) (por los elementos de G). En las diagrdmas siguientes, escribiremos
estos nombres aunque, de hecho, estamos interesado solamente en la estructura del grafo “abstracto” y, por
lo tanto, estos nombres no importan. Por otro lado, algunos autores nombran las aristas también, por los
elementos de A. Por ejemplo, si vértices v y w son conexos porque hay a € A tal que va = w, entonces el
arista de v a w puede tomar el nombre a (observe que este nombre es tinico). No haremos esto.

15
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4

Observe que si agregamos los inversos de los elements de A (para obtener
un grafo no-dirigido), entonces A = G'\ {0}, y el grafo de Cayley es el grafo
completo. Este es verdadero en general: para cualquier grupo G, si A es
igual a los elementos de G sin la identidad, entonces I'(G, A) es el grafo
completo. ;Qué pasa si A = G?

2. Sea G = (Z/3Z x Z/3Z,+) y A=1{(1,0),(2,0),(0,1),(0,2)}. Observe que,
ya que A = —A, el grafo es no-dirigido.

(2,0)
(1,0) (1,2) (2,2)
(0,0) (2,1)
(1,1) (0,2)
(0,1)

3. Sea G = (Z,+) y A= {1}. Entonces I'(G, A) es

-3 -2 -1 0 1 2 3
@ @ @ @ @ @ o—

3.1 La estructura de ['(G, A)

Queremos estudiar la estructura de los grafos de Cayley para varios grupos G y conjuntos
A C G. Vamos a usar la teoria de acciones: recuerde que un grupo G puede actuar sobre
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si mismo por multiplicacion. Hay dos posibilidades: primero G actia por la izquierda. La
homomorfismo del accion es

t: G — Sim(G), g — ¢4, donde
tg: G =G, h—g-h.

Segundo, G' actia por la derecha. La homomorfismo es

0:G — Sim(G), g — 6,, donde
6:G— G h—h-g .

Observe que, en ambos casos, si h € G, el estabilizador Gj, = {1}.
Sea A C (. Queremos usar el hecho que G es, si mismo, el conjunto de vértices en el
grafo I'(G, A). El resultado siguiente es obvio.

Lema 15. Cuando G actua sobre si mismo por multiplicacion por la izquierda, esta accion
preserva las aristas de I'(G, A). FEs decir, si hy,hy € G son conexos en I'(G, A), entonces
ghi, ghs son conezos en I'(G, A).

Formalmente este lema dice que G es un grupo de automorfismos del grafo I'(G, A). La
importancia de este es que la estructura del grafo es el mismo del punto de vista de cualquier
vértice que escogemos. Por ejemplo, si borramos los nombres de los vértices, es imposible
decir cudl fue la identidad: para todo vértice v, hay una manera de nombrar tal que v es la

identidad.

3.1.1 Diametro

En el siguiente, vamos a escribir b para una arista dirigida de un vértice v a un vértice w
en un grafo dirigido I'; similarmente, vamos a escribir vw para una arista no-dirigida entre
dos vertices v y w en un grafo no-dirigido I'.

Ahora, en un grafo dirigido un sendero de un vértice v a un vertice w es una secuencia
de aristas dirigidas de la forma

% N N N
VUL, V102, .y Vg2V 1, Up—10.

Este sendero tiene largo k. La distancia de v a w es el largo minimo de un sendero de v a
w. Sino hay un sendero de v a w, decimos que la distancia es cc.

Similarmente, en un grafo no-dirigido un sendero de largo k de un vértice v a un vértice
w es una secuencia de aristas de la forma

VU1, U102, ..., Vg2V 1, VW

La distancia entre v y w es el largo minimo de un sendero entre v y w. Otra vez, si no hay
un sendero entre v y w, decimos que la distancia es oo.

En ambos casos, escribimos d(v, w) para la distancia de v a w. Observe que, en un grafo
dirigido, es posible que la distancia de v a w es diferente a la distancia de w a v. Por ejemplo
en el tercer grafo en Ejemplo 4l d(1,2) = 1 mientras que d(2,1) = oc.
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Definicién 16. El diametro de un grafo I', escrito diam(I"), es definido como
max{d(v,w) | v,w vértices en V'},
si el mdximo exista. Si no, escribimos diam(I") = co.

El ejemplo siguiente serd importante mas tarde.

Ejemplo 5. Sea G el grupo (Z/nZ,+) con A = {1,—1}. Ya que A = —A,
podemos dibujar I'(G, A) como un grafo no-dirigido:

El grafo es el n-gono, y es obvio que diam(I'(G, A)) = [§]. Note que, cuando
n = p, el grupo (G, +) = (Z/pZ,+) es simple. Entonces, tenemos una familia de
grafos de Cayley de grupos simples para que el diametro crece linealmente como
una funcion de la cardinalidad del grupo.

3.2 Diametro y crecimiento

Si I' es un grafo de Cayley, i.e. I' = I'(G, A) para algin G y A, entonces podemos usar
Lema [15]| para ayudarnos en la calculacion del diametro de I'. Ya que el grafo es el mismo
del punto de visto de cualquier vértice, el diametro es la distancia maximo de un vértice de
la identidad:

diam(I'(G, A)) = max{d(1,v) | v un vértice en V'}.

Note que la calculacion del diametro de un grafo es, en general un problema dificil. Nece-
sitamos usar la estructura especial de un grafo de Cayley cuando hacemos esta calculacién.
El resultado siguiente serd tutil.

Lema 17. Sea I' =T'(G, A). El conjunto de vértices de distancia 1 de la identidad es igual
al conjunto A. Mds generalment, el conjunto de vértices de distancia k de la identidad es
igual al conjunto A*.
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Corolario 18. El diametro diam(I'(G, A)) es igual al nimero minimo k tal que
{1JuAduA’U---UAF =G.

Si A contiene la identidad de G, entonces el diametro diam(I'(G, A)) es igual al nimero
minimo k tal que A¥ = G.

Corolario 19. (a) El diametro de un grafo de Cayley satisface una cota inferior:

. log |G|
> .
diam(I'(G, A)) > log [ ]

(b) Si (A) =G, tenemos tambien una cota superior:
diam(I'(G, A)) < |G].

Este corolario dice que el diametro de un grafo de Cayley estd entre una funcién logaritmica
y una funcion lineal en la cardinalidad de G. Pensamos de grafos con pequeno diametro como
“compacto” en algin sentido, mientras que los grafos con gran diametro son “dispersado” —
mire Ejemplo [5| para una familia de tales grafos.
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3.3 Ejercicios

(1) Pruebe que si G es finito, I'(G, A) es conexo si y sélo si A genera G.

(2) Sea A={(1,2,3)} C S3 vy B={(1,2,3),(1,2)} C Ss.
Dibuje I'(Ss, A), I'(S3, B). ;A genera S37 ;B genera S37

(3) Sea Ds, el grupo dihedral de cardinalidad 10. (La definicién exacta fue dada en lectura
2.) Sea A =1{(1,2,3,4,5),(2,5)(3,4)}. Dibuje I'(Ds, A).

(4) Sea I' un grafo dirigido, v un vértice de I'. La incidencia de v es el niimero de vertices w
tal que hay una arista de v a w. Un grafo es reqular si para todos vértices v, w, la incidencia
de v es igual a la incidencia de w.

Muestre que I'(G, A) es regular. ;Cudl es la incidencia de un vértice de I'(G, A)?

(5) Calcule el diametro de cada grafo en Ejemplo , y en los ejercicios y .
(6) Sea G el grupo (Z/nZ,+) con A = {1}. Calcule diam(I'(G, A)).
(7)
(a) Sea G = S,,, y A el conjunto de todas transposiciones. Calcule diam(I'(G, A)).
(b) Sea G = A,,, y A el conjunto de todos 3-ciclos. Calcule diam(I'(G, A)).
(c) Sea G =85,,y A=1{(1,2),(1,2,3,...,n)}. ;Puede calcular diam(I'(G, A))? (Este es

mucho mas dificil.)

(8) Pruebe Lema [17, Corolario [18] y Corolario [19}



Capitulo 4

Una conjetura de Babai

En esta lectura, (G, ) es un grupo (usualmente finito) y A es un subconjunto (siempre finito)
de G. Vamos a considerar una variacién de una conjetura de Babaifl]

Conjetura 20. Hay ¢ > 0 tal que, para todo n € Z* y todo A C G = S, con (A) = G,
tenemos

diam(I'(G, A)) < (log |G|)°.
Recuerde que en la lectura anterior, probamos que

. log |G|
> —.
diam(I'(G, A)) > log [ 4]

! La conjetura original de Babai dice el siguiente:
Hay ¢ > 0 tal que, para todo grupo finito simple no-abeliano G, y todo A C G con (A) = G, tenemos

diam(T'(G, A)) < (log|GJ)“.

El grupo S, no es simple, entonces la conjetura no aplica directamente a .S,,. Pero, por supuesto, el grupo
A, es simple para n > 5 y en ejercicos vamos a ver que la conjetura es verdadera para A, si y sélo si es
verdadera para S,. Entonces, Conjetura [20| es equivalente a un caso especial del conjetura original.

La clasificacién de grupos finitos y simples dice que un grupo finito simple es un los siguientes:

1. ciclico de orden un primo;
2. A, conn >5;

3. un “grupo de tipo de Lie”;
4. un de 26 grupos sporadicos.

Por lo tanto, para probar la conjetura original, se necesitaria probar la conjetura para los grupos de tipo
de Lie en adicién a los grupos alternantes. En esta situacion la conjetura se queda abierta, pero ha estado
probado en casos especiales — mire, por ejemplo, Ejercicio (;Porqué no necesitamos considerar los 26
grupos sporadicos?)

Note que la conjetura es definitivamente no verdadera para grupos finitos simples y abelianos — mire
Ejemplo 2 en la lectura anterior.

Por fin, note que la conjetura parecié primeramente en un articulo de Babai y Seress [2], entonces debemos
llamarlo una conjetura de Babai—Seress.... No hago este porque, usualmente, en la literatura la conjetura es
atributado a Babai solamente (no se porqué).

21
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Entonces, esta conjetura dice que, no importa cual conjunto de generadores que escogemos
para S, el grafo de Cayley que obtenemos es casi tan “compacto” como posiblef]

Conjetura[20|se queda abierta, aunque han estado mucho trabajo hasta una demostracion
por muchos autores. En esta lectura, vamos a probar un caso muy especial.

4.1 Primeras observaciones

De aqui, vamos a suponer que el conjunto A satisface A = A=' y 1 € A. Vamos a ver en
ejercicios que este supuesto no importa — si podriamos probar Conjetura [20| para conjuntos
generandos de esta forma, podriamos probar Conjetura [20] completamente.

Ahora, gracias a Corolario de Lectura [3] podemos reescribir Conjetura en una
forma equivalente:

Conjetura 21. Hay ¢ > 0 tal que, para todo n € Z* y todo A C G = S,, con (A) = G,
tenemos A* = G para algin k < (log |G])°.

Sabemos que |S,| = n! y el crecimiento de la funcién ha estado estudiado después de
muchos afios. El siguiente es una versién debil de la aproximacién de Stirling [

Teorema 22. Hay constantes dy,dy > 0 tal que
el < pl < B

Con este teorema, podemos reescribir Conjetura [20| una tercera vez:

Conjetura 23. Hay ¢ € Z™ tal que, para todo n € Z y todo A C G = S, con (A) = G,
tenemos A*¥ = G para k = n°.

Note que el ‘¢’ aqui es diferente al ‘¢’ en Conjetura [21}

4.2 Un caso simple

En esta seccion, vamos a probar la proposicion siguiente:

Proposicién 24. Para todo n € Z* y todo A C G = S,, que genera G y contiene una
transposicién, tenemos A2t = @.

La condicion en negro es importante: vamos probar la conjetura de Babai solamente para
conjuntos que contienen una transposicién (observe que 2n® +n < n® para n > 2). Vamos
a probar la proposicion en tres lemas faciles:

2De hecho, creo que no sea sabido si hay una familia infinita de conjuntos de generadores s en S,, para que
el diametro es super-lineal en log |G|. Es decir, es posible que se puede mejorar la conclusion de la conjetura

) diam(I'(G, A)) < c(log |G]).

3Para una introduccién corta a esta aproximacién, va a http://www.math.uconn.edu/~kconrad/
blurbs/analysis/stirling.pdf.
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Lema 25. Todo elemento en S, es un product de k transposiciones donde k < n.
Demostracién. Esta es una consecuencia de Ejercicio de Capitulo 3] O
Lema 26. El conjunto A27°HL contiene todas las transposiciones de S,,.

Demostracion. La accién de S, es 2-transitivo, entonces Corolario [13| de Capitulo [2| implica
que A™ es 2-transitivo.

Por supuesto A contiene una transposicién g y, podemos renombrar 2 tal que g = (1, 2).
Supéngase que (a,b) es una transposiciéon en S,. Ya que A™ es 2-transitivo, hay h € A™
tal que h(1) = ay h(2) =b. Ya que A = A~!, tenemos A" = (A")~!, entonces h~' € A™.
Ahora observe que

h-(1,2)-h7! = (a,b)
y, ademéds h - (1,2) - h~! € A2+, O
Lema 27. A2 =G

. 2 2 2 .
Demostracion. Observe que A* ™" x A* 1 x ... x A* ™! contiene todos productos de n

-~

n
transposiciones en S,,. Entonces este conjunto es igual a S,,. [

Note que en estos lemas, hemos usado el hecho que A genera GG solamente para concluir
que podemos multiplicar A por si mismo para obtener un conjunto 2-transitivo. Si habimos
supuesto que A sae un conjunto 2-transitivo, harfamos obtenido la misma conclusiéon — que
podriamos multiplicar A por si mismor para obtener S,,. Recordemos este resultado para el
caso especial donde A es un subgrupo:

Proposicion 28. Supongase que G es un subgrupo 2-transitivo de S, que contiene una
transposicion. Entonces G = 5,,.

Con un poco de trabalo, se puede mejorar esta proposicién aplicar a acciones primitivas

— mire Ejercicio|(5) | abajo.

4.3 Resultados mas fuertes

4.3.1 3-ciclos

Es posible probar resultados similar pero mas fuerte de Proposién Por ejemplo, por
estudiando 3-ciclos en lugar de transposiciones, se puede versiones de Lema 25] [26] y 27 para
obtener

Proposicién 29. Hay un ¢ > 0 tal que para todo n € Zt y todo A C G = S,, que genera G
y contiene un 3-ciclo, tenemos A™ = G.

Otra vez, se puede aplicar el método de demostracién para obtener un teorema clésico:

Proposicién 30. Supongase que G es un subgrupo 3-transitivo de S, que contiene un
3-ciclo. Entonces G = A,, 0 S,.

Como antes, se puede mejorar esta proposicion aplicar a acciones primitivas — mire Ejer-

cicio [(6) ]
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4.3.2 Otros elementos especiales

Podriamos continuar en una manera similar para obtener resultados similares. Se puede
probar el siguiente:

Proposicion 31. Para todo d > 0, hay un ¢ > 0 tal que para todon € Z" y todo A C G = S,

que genera G 'y contiene un elemento que mueva menor que d puntos de €2, tenemos
AV =@,

Los métodos son muy similares. Sin embargo, se necesitar tener cuidado si quiere probar
teoremas clasicos en la misma manera. Por ejemplo, en adicién a A, y S,, el grupo Ds en
su accién sobre el pentdgono es (a) primitivo, y (b) tiene elementos que muevan 4-puntos
(son productos de 2 transposiciones — mire Ejemplo [2| de Capitulo .

Sin embargo, si restrigimos nuestra atencion a ciclos de orden primo, podemos obtener
un teorema de Jordan. Este teorema incluye Proposiciones [24] y [29 y sus mejoras, Ejerci-
cios y @, como casos especiales. Para detalles, mire [9, p. 39].

Teorema 32. Si G es un subgrupo primitivo de S, que contiene un p-ciclo donde p es un
primo tal que p < n — 3, entonces G = A, 0 S,.

4.3.3 Grandes conjuntos

Por fin, vamos a usar el método de demostracién de un teorema de Bochert [5] sobre el
tamano de grupos finitos primitivos. El resultado de Bochert es el siguiente:

Teorema 33. Sea G un grupo finito primitivo y G no es igual a A, o S,. Entonces
n!
(5
Podemos editar la demostracion de este teorema para probar el teorema de Babai para
grandes conjuntos:

G| <

Proposicién 34. Supdngase que A es un subgrupo de S, que genera S,, y para que A = A~L.
Hay un constante ¢ € Z* tal que si |A] > L”%!IJ" entonces A" = S,.
171

Demostracion. Sea H un subgrupo de S,, de indice m. Entonces hay m cosets de H en S,
y estos cosets forman una particién de S,,. Entonces, si K es un subconjunto de 5, tal que
| K| > m, por el principio de palomar, hay un coset de H, gH, tal que |[K NgH| > 2. Sea
hy,hs € H tal que ghy, gho € K N gH, y ahora observe que

(gh1)™" - (gh2) = hi'g 'gha = hi' - hy € H.

Ademas (ghy)™' - (ghy) € K'K y concluimos que KK N H # {1}.
Ses A un subconjunto de Q = {1,...,n}. Voy a escribir

Sa={g € S, |g(i) =1iparatodoie Q\A}.

Entonces Sy es el conjunto de permutaciones que movan elementos de A y fijan elementos

de 2\ A. Observe que, si |A| = k, entonces |Sy| = k!
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Ahora vamos a usar el supuesto que |[A| > —2—. Este supuesto, y la discusién del
2

T
primer parrafo implica que para cualquier A de tamano k > L"THJ [, A2 = A~'A contiene un
elemento de Sy.

Ahora sea £ el ntimero mayor tal que A>N Sy = {1} para todo A C Q con |A| = /.
Etonces 1 < ¢ < L”THJ' Si ¢ = 1, entonces hay un subconjunto A de tamano 2 tal que
A? N Sy contiene un elemento no-trivial. Pero, en este caso, A% contiene una transposicién
y Proposicion 24| implica el resultado.

Sea A; un conjunto de tamano £ + 1; entonces, hay un elemento g € A? NSy, tal que g
movan todos los elementos de A;. Sea Ay un conjunto de tamano £+ 1 tal que [A;NA| = 1;
entonces, hay un elemento h € A2 NSy, tal que h movan todos los elementos de As.

Por Ejercicio [(7) ] f = ghg™'h™! es 3-ciclo y, por construccién, f € AS. Ahora,
Proggosicién implica que hay un ¢ € Z* tal que (A%)" = S, y, ya que n > 2, tenemos
AT =8, ]

Hay varios otros resultados que probar la conjetura de Babai en casos especiales, por
ejemplo [I [4]. Sin embargo, sin duda, el teorema de Helfgott—Seress es el resultado definitivo
hasta ahora [§]: su teorema es completamente general — no hay un supuesto especial sobre
el conjunto de generadores — y la conclusion es fuerte... pero no del todo tan fuerte como la
conjetura.
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4.4 Ejercicios

(1) Supdngase que hay ¢ > 0 tal que, para todo n € Z* y todo A C G = A,, con (A) = G,
tenemos

diam(I'(G, A)) < (log |G|)“.

Pruebe que, entonces, hay d > 0 tal que, para todon € Z* y todo A C G = S, con (A) = G,
tenemos

diam(D(G, A)) < (log |G)™

(2) Pruebe el converso del ejercicio anterior.

(3) (Dificil) Pruebe que si Conjetura [20] es verdadera para todos los conjuntos de gen-
eradores A tal que A = A=! y 1 € A, entonces es verdadera para todos los conjuntos de
generadores.

(4) Escribe F,, para el cuerpo de tamaio p, donde p es un primo. Defina el grupo

SLy(F,) = {(‘C‘ Z) la,b,c,d € F,, ad — be = 1} .

Este grupo es simple para p > 5 (y es un subgrupo del grupo GLy(F,,) definido en Capitulo .
Helfgott ha probado el teorema siguiente [7]:

Hay un € > 0 tal que, para todo p > 0 y para todo A C G = SLy(F,) con (A) = G, tenemos
uno del siguiente:

1. |AAA| > |A]"F5; o
2. AAA=G.

Pruebe que este teorema implica que la conjetura de Babai es verdadera para los grupos
SLy(F,).

(5) Recuerde la definicién de una accién primitiva en Ejercicio [(10) | de Capitulo 2] Mejore
Proposicién 28, y pruebe que si G es un subgrupo primitivo de S, que contiene una
transposicion, entonces G = S,,.

(6)
(a) Pruebe Proposicién 29

(b) Pruebe Proposicién [30]

(c) Mejore Proposicién y pruebe que si G es un subgrupo primitivo de .S,, que contiene
un 3-ciclo, entonces G = A, 0 S,,.
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(7) Sea g,h € Sy,; A, los elementos de €2 movado por g; y Ay, los elementos de §2 movado
por h. Probar que, si |[A, N Ay| = 1, entonces g~'h~'gh es un 3-ciclo.

(8) Use la demostracién de Proposicion [34] para probar Teorema

(9) ;Puede debilitar la cota en Proposicion |34/a |A| > Ln%'gy y obtener la misma conclusién?
1371
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